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Q & A

• 影片看了嗎？
• 有任何問題嗎？



課程內容

• Topological Sort
• Minimum Spanning Tree
• Shortest Path



Topological Sort



Topological Sort

• 方法一：BFS 變形
• Kahn’s Algorithm

• 一直拔掉入度 0 的點



Topological Sort

• 方法二：DFS 時間戳記

• 越早離開順序越後面 

• 在 graph2 會用到喔：）



Topological Sort

• 想想看：如何輸出字典序最小的 topological sort



Minimum Spanning Tree
Disjoint Set Union



Disjoint Set 應用

• 給你一張 N 個點 M 條邊的圖，那 M 條邊會被依序加進圖中

請在每一條邊被加入的時候，判斷這張圖是不是二分圖



Disjoint Set 應用

• 有 N 個人在猜拳，他們每次出的拳都是固定的

依序會跟你回報：某個人打贏了某個人，或者是某兩個人平手

請在收到每個回報後，判斷當前的回報們有沒有矛盾



Minimum Spanning Tree
Properties



Minimum Spanning Tree

• 性質一：一定是生成「樹」？



Minimum Spanning Tree

• 性質一：一定是生成「樹」？

• 否則就有環

• 至少可以多拔掉一條邊便更好



Minimum Spanning Tree

• 性質二：Cycle Property

• 環上最大邊必然不屬於 MST

• 如果有多條最大邊呢？
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Minimum Spanning Tree

• 性質二：Cycle Property

• 環上最大邊必然不屬於 MST

• 如果有多條最大邊呢？

• 環上唯一最大邊不屬於 MST

• 環上最大邊可以不屬於 MST

• MST 是否唯一？

• 如果所有邊權都不一樣那就一定唯一！

• 但唯一不代表邊權一定都不同



Minimum Spanning Tree

• 性質三：Cut Property

• cut 上最小邊必然屬於 MST

• 如果有多條最小邊呢？



Minimum Spanning Tree

• 性質三：Cut Property

• cut 上最小邊必然屬於 MST

• 如果有多條最小邊呢？

• cut 上唯一最小邊屬於 MST

• cut 上最小邊可以屬於 MST



Minimum Spanning Tree
Kruskal



Kruskal

• 從最小邊開始依序檢查

• 如果兩端不連通
• cut 上最小邊

• 要選

• 如果兩端連通
• 環上最大邊

• 不選
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Kruskal

• 從最小邊開始依序檢查

• 如果兩端不連通
• cut 上最小邊

• 要選

• 如果兩端連通
• 環上最大邊

• 不選

• 連通？ 
• Disjoint Set Union！



Kruskal

sort the edges by their weight
for e in edges:

if dsu.find(e.u) != dsu.find(e.v):
dsu.union(e.u, e.v)
e is an edge in MST

• 一些實作技巧
• edge 可以開一個 struct 存

• 或是使用 pair<int, pair<int, int>>
• disjoint set 可以開一個 struct 維護（個人習慣）



Minimum Spanning Tree
Prim’s Algorithm



Prim’s Algorithm

• 從任意一個點開始，每次從cost最小的點找可以延伸的最小邊



Prim’s Algorithm

• O(E + V^2)
•

repeat n-1 times:



Prim’s Algorithm

• O((E + V) log E) ???
• 想想看哪個地方可以用資料結構優化 (?)

repeat n-1 times:



Prim’s Algorithm

• O((E + V) log E) ???
• 想想看哪個地方可以用資料結構優化 (?)

repeat n-1 times:



Prim’s Algorithm

• O((E + V) log E) ???
• 想想看哪個地方可以用資料結構優化 (?)
• 開一個 min heap 存 (dis[i], i)
• 選 j 的時候，就看 min heap 的 top
• 如果發現不符合的，就 pop 到符合為止



Prim’s Algorithm

• O((E + V) log E) ???
• 想想看哪個地方可以用資料結構優化 (?)
• 更新：dis 有被更動過的時候，就把新的
(dis[E.to], E.to) 丟到 min heap 裡面！

• O((E + V) log E)



MST 應用

• 有 N 個國家想要石油。這 N 個國家有 M 條路連結。
對於第 i 個國家可以花 c_i 塊開採石油。
對於第 i 條邊，可以花 w_i 塊讓 u_i 國跟 v_i 國連通。一
個國家開採石油後，可以無限制的分享給連通的其他國家。

• 最少要花多少花費，才能讓每個國家都有石油



Shortest Path
Floyd-Warshall



Floyd-Warshall

• 為什麼是對的？
• 為什麼說這個算法是某種 DP 呢？



Floyd-Warshall

• 原本的狀態：

d[i][j]:從點 i 走到點 j 的最短距離

for k = 1..n

for i = 1..n

for j = 1..n

d[i][j] = min(d[i][j], d[i][k]+d[k][j]);



Floyd-Warshall

• 改變一下：

d[k][i][j]: i 到 j 的最短距離，且只能額外經過前 k 個點

for k = 1..n

for i = 1..n

for j = 1..n

d[k][i][j] = 

min(d[k-1][i][j], d[k-1][i][k]+d[k-1][k][j]);



Floyd-Warshall

for k = 1..n

for i = 1..n

for j = 1..n

d[i][j] = min(d[i][j],d[i][k]+d[k][j]);

• 如果有聽懂剛剛的推導，應該就不會再打錯順序了吧
• 蛤可是好擔心哪次還是會不小心打錯喔。



順序



Floyd-Warshall

• 這篇2019的新論文告訴了我們，如果你把迴圈的順序打成由外到
內是ijk的話，重複跑三遍還是會得到正確的結果喔！

• 哇！不用再怕打錯了呢！



Shortest Path
Dijkstra



Dijkstra

• 起點 s，還沒拜訪的點集合 U （一開始 U = V）
• 目前最佳距離 d[i] （一開始 d[i] = INF）
• 目前節點 p （一開始 p = s, d[s] = 0）
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• 重複直到 U 是空的：

• 對於 p 的所有相鄰點 q，更新 d[q] = min(d[q], d[p]+w(p,q))
• 把 p 移出 U
• 令 p 為 U 中有最近的人 （最小 d[i] 的 i）



Dijkstra

• 起點 s，還沒拜訪的點集合 U （一開始 U = V）
• 目前最佳距離 d[i] （一開始 d[i] = INF）
• 目前節點 p （一開始 p = s, d[s] = 0）
• 重複直到 U 是空的：

• 對於 p 的所有相鄰點 q，更新 d[q] = min(d[q], d[p]+w(p,q))
• 把 p 移出 U
• 令 p 為 U 中有最近的人 （最小 d[i] 的 i）

• 答案：d[i] 陣列



Dijkstra

為什麼他是對的？



Dijkstra

• 貪心地選擇目前最近的點
• d[i] 被更新時，i 是 U 裡面被選到的最近點 p 
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• 貪心地選擇目前最近的點
• d[i] 被更新時，i 是 U 裡面被選到的最近點 p 

• 為什麼可以貪心？
• 假設 x 是最近點：d[x] < d[y]
• 如果不選擇走 x 而是走 y
• 之後繞回來 x 只會更遠
• 不如一開始就走 x！
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Dijkstra

• 貪心地選擇目前最近的點
• d[i] 被更新時，i 是 U 裡面被選到的最近點 p 

• 為什麼可以貪心？
• 假設 x 是最近點：d[x] < d[y]
• 如果不選擇走 x 而是走 y
• 之後繞回來 x 只會更遠 真的嗎？
• 不如一開始就走 x！

• d[x] < d[y] + w(y, …, x)
• w(y, …, x) >= 0
• 不能有負邊！



Dijkstra

O(E+V2)
還可以更快嗎？



Dijkstra
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Dijkstra

• 從一個集合裡面找出最小的數字

• priority_queue(heap)!!
• 用priority_queue找到d[]最小的點，然後更新其他點的d[]

• 原本的做法：(V 輪) * (V 找最小 + 更新相連點) = O(E+V2)



• 從一個集合裡面找出最小的數字

• priority_queue(heap)!!
• 用priority_queue找到d[]最小的點，然後更新其他點的d[]

• 原本的做法：(V 輪) * (V 找最小 + 更新相連點) = O(E+V2)

• 新做法：

• (V 輪) * ((logE 找最小) + (相鄰點 logE 更新進heap))

• (V輪 * logE 找最小) + (E條邊 * logE 更新進heap)  

• O((V+E)logE)

Dijkstra



Dijkstra

怎麼找出最短路徑本身？



最短路徑樹

• 每一個最短路徑一定都是簡單路徑
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• 每一個最短路徑一定都是簡單路徑

• 把這些路徑疊起來會變成一棵樹

• 我們稱這種樹叫做最短路徑樹



最短路徑樹

• 每一個最短路徑一定都是簡單路徑

• 把這些路徑疊起來會變成一棵樹

• 我們稱這種樹叫做最短路徑樹

• 樹上的節點，父節點是唯一的

• 紀錄轉移的前一項！



Shortest Path
Bellman-Ford



Bellman-Ford
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• 設d[i]是從起點走到點 i 的最短距離
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• 且每個 j 都存在d[j] = d[i]+w(i, j)

• 那麼d[]就是最短距離陣列
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• 且每個 j 都存在d[j] = d[i]+w(i, j)

• 那麼d[]就是最短距離陣列

• 想法：

• 對於 (i, j) 滿足 d[j] > d[i]+w(i, j)

• 把 d[j] 更新成 d[i]+w(i, j)
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• 怎麼更新？



Bellman-Ford

• 想法：

• 對於 (i, j) 滿足 d[j] > d[i]+w(i, j)

• 把 d[j] 更新成 d[i]+w(i, j)

• 怎麼更新？

• 隨便亂更新！



Bellman-Ford



Bellman-Ford

還記得為什麼是對的嗎？



Bellman-Ford

• 如果最短路存在，距離（經過的邊數）不超過 V-1
• 否則就有環了

• 最短路徑樹
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• 第 V-1 輪放鬆會完成距離 V-1 的點 > 所有點！
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• 第一輪放鬆會完成距離 1 的點
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Bellman-Ford

• 如果圖存在負環

• 可以在負環上面瘋狂打轉

• 路徑權重和變成無限小

• 最短路不存在



Shortest Path
Negative Cycle



負環

• 什麼叫做處理負環呢？
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負環

• 什麼叫做處理負環呢？

• 不是說好有負環的話就沒有最短路嗎？

• 有一些技巧可以拿來看有沒有負環

• 更新的次數太多

• …?



• 如果最短路存在，距離（經過的邊數）不超過 V-1
• 否則就有環了

• 最短路徑樹

• 第一輪放鬆會完成距離 1 的點

• 第二輪放鬆會完成距離 2 的點

• …
• 第 V-1 輪放鬆會完成距離 V-1 的點

Bellman-Ford



• 如果最短路存在，距離（經過的邊數）不超過 V-1
• 否則就有環了

• 最短路徑樹

• 第一輪放鬆會完成距離 1 的點

• 第二輪放鬆會完成距離 2 的點

• …
• 第 V-1 輪放鬆會完成距離 V-1 的點

• 第 V 輪還成功放鬆某個人...
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• 如果最短路存在，距離（經過的邊數）不超過 V-1
• 否則就有環了

• 最短路徑樹

• 第一輪放鬆會完成距離 1 的點

• 第二輪放鬆會完成距離 2 的點

• …
• 第 V-1 輪放鬆會完成距離 V-1 的點

• 第 V 輪還成功放鬆某個人... 
• 負環存在！

Bellman-Ford



負環

• Floyd-Warshall 呢？



Floyd Warshall

• 原本的狀態：

d[i][j]:從點 i 走到點 j 的最短距離

for k = 1..n

for i = 1..n

for j = 1..n

d[i][j] = min(d[i][j], d[i][k]+d[k][j]);



負環

• Floyd-Warshall 呢？

• d[i][j]: 從 i 走到 j 的最短距離



負環

• Floyd-Warshall 呢？

• d[i][j]: 從 i 走到 j 的最短距離

• d[i][i]: 從 i 走到 i 的最短距離



負環

• Floyd-Warshall 呢？

• d[i][j]: 從 i 走到 j 的最短距離

• d[i][i]: 從 i 走到 i 的最短距離
• 若負環存在：d[i][i] < 0！



負環

• Floyd-Warshall 呢？

• d[i][j]: 從 i 走到 j 的最短距離

• d[i][i]: 從 i 走到 i 的最短距離
• 若負環存在：d[i][i] < 0！

• 無向圖？



負環

負環



負環

• 無向圖？

• 這...是不是負環啊？



負環

• 無向圖的負邊，Floyd-Warshall，都會判斷成負環。



負環

• 無向圖的負邊，Floyd-Warshall，都會判斷成負環

• 我們會在感情上(?)不太能接受這個結論。我們希望被判斷出來的
負環是簡單負環，就是不能使用同一條邊。

• 所以怎麼在無向圖判斷存不存在簡單負環？

• 很難 QwQ

• 2009年時有一篇論文提出了一個 O(N^3) 的做法
有興趣的可以去查查看(?)

• Improved Algorithms for Detecting Negative Cost Cycles in Undirected Graphs



各種比較



Shortest Path
Applications



2017認證考 – 江神與他的小火車

• 有一個王國目前有 N 個城市跟 M 條火車單向軌道，每條軌道有
其長度。

• 為了即將到來的世界大學運動會，江神打算再多建造一條長度 1 
的軌道來提昇從城市 1 到城市 N 的運輸效率。

• 請你回答 Q 次，如果建立一條長度 1 的單向軌道，連結城市 a 
到 b，從城市 1 到城市 N 的運輸效率會變成多少？

• N <= 2*10^5, M <= 5*10^5, Q <= 10^5
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2017認證考 – 江神與他的小火車

• 如果有用新加進來的邊 a->b ......

• 路徑可以被拆解成 1->a + a->b + b->N

• 左側固定都是求 1 出發到某點的最短距離

• 右側固定都是求某點出發到 N 的最短距離

• 左側我們會求，那右側呢？



YP們

• 現在有 N 個 YP 編號為 1 到 N，他們很乖的照著編號順序排在
一條整數數線上但不能重疊。

• 不過這些 YP 有 M 條要求，每條要求可能是：
• 編號 a_i 跟編號 b_i 的 YP 之間不願意相離超過 d_i。
• 編號 a_i 跟編號 b_i 的 YP 之間不願意相距 d_i 以內。

• 請問是否可以滿足所有要求，使得 YP 們可以依舊照著編號順序
排在一條數線上？

• 若可以，請輸出編號 1 和編號 N 的 YP 之間的最大距離，或者
是判斷他們是不是可以相距無限遠。

• N,M <= 1000
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• 但 p_1 和 p_N 可以最大離多遠呢？
• 可能一

• p_1 + d_1 >= p_N  → 1 到 N 建一條長度 d_1 的邊
• 可能二

• p_1 + d_2 >= p_2  → 1 到 2 建一條長度 d_2 的邊
• p_2 + d_3 >= p_N  → 2 到 N 建一條長度 d_3 的邊
• → p_1 + (d_2 + d_3) >= p_N 

• 要取 min(d_1, d_2 + d_3)
• 要怎麼找到所有可能並取 min ?

• 圖論！

YP們



• 但 p_1 和 p_N 可以最大離多遠呢？
• 可能一

• p_1 + d_1 >= p_N  → 1 到 N 建一條長度 d_1 的邊
• 可能二

• p_1 + d_2 >= p_2  → 1 到 2 建一條長度 d_2 的邊
• p_2 + d_3 >= p_N  → 2 到 N 建一條長度 d_3 的邊
• → p_1 + (d_2 + d_3) >= p_N 

• 要取 min(d_1, d_2 + d_3)
• 要怎麼找到所有可能並取 min ?

• 圖論！
• 到 N 的最短路就是 min！
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• a_i 和 b_i 超過 d_i

• p_b - d > p_a

• p_b - (d+1) >= p_a

• p_b 到 p_a 有一條 -(d+1) 的邊

• 因為要找最短路，所以 p_b 一定會去更新 p_a

• 負環？ 
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• 什麼時候會產生負環
• 可能狀況：

• p_a 到 p_b 不超過 3 → p_a + 3 >= p_b
• p_a 到 p_b 超過 3  → p_b - 4 >= p_a

• p_a - 1 >= p_a
• 負環代表自己要比自己小
• 限制形成矛盾 → 無解！
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• 把所有限制改成 p_a + d >= p_b 的形式
• 對於 a 到 b 建立長度為 d 的邊
• 最短路的結果即是答案

• d[N] = inf → N 可以在無限遠

• 存在負環代表無解
• 差分約束系統

YP們



Sli.do 回覆～～


